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基于雅可比矩阵精确计算的GMRES隐式方法
在间断Galerkin有限元中的应用

龚小权,贾洪印∗,陈江涛,赵　辉,周桂宇
(中国空气动力研究与发展中心,四川 绵阳　６２１０００)

摘　要:为改善高阶间断 Galerkin有限元方法(DG)时间推进效率,在三维非结构网格下针对该方法建立了并行广

义最小残差(GeneralizedMinimalResidual,GMRES)隐式时间迭代方法,GMRES方法基于科学计算工具包PETSc
中的 Krylov子空间求解器实现.为进一步提高GMRES的计算效率,发展了方程组右端项残值雅可比精确计算方

法,针对无黏通量Roe格式和黏性通量BR２(BassiRebay２)黏性计算方法,分别解析给出其对守恒变量多项式自由

度的雅可比矩阵.基于建立的方法首先采用 NACA００１２翼型研究了 GMRES的重启次数及收敛参数对方法收敛

性影响,然后采用无黏及黏性算例对比研究了基于雅可比矩阵不同计算方法的 GMRES计算效率,同时对比研究

了雅可比矩阵完全近似求解下 GMRES和 LUＧSGS(LowerUpperＧSymmetricGaussＧSeidel)的计算效率.结果表

明,建立的基于右端项残值雅可比矩阵精确求解的GMRES方法能够大幅提高不同精度DG方法的CFL(CourantＧ
FriedrichsＧLewy)数,相比前面提到的其它方法具有更高的计算效率,其收敛速度实现量级以上的提高.
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ApplicationsofGMRESbasedonexactcalculationsof
JacobianmatrixindiscontinuousGalerkinmethods

GONGXiaoquan,JIA Hongyin∗ ,CHENGJiangtao,ZHAO Hui,ZHOUGuiyu
(ChinaAerodynamicsResearchandDevelopmentCenter,Mianyang　６２１０００,China)

　　Abstract:ToimproveiterationefficiencyofhighＧorderdiscontinuousGalerkinfiniteelement
(DG)method,anefficientimplicitgeneralized minimalresidual(GMRES)methodhasbeen
appliedtoDGmethodbasedonunstructuredgrids．Themethodisimplementedbythekspsolver
ofportable,extensibletoolkitforscientificcomputation (PETSc)library．Inordertofurther
improvecomputationalefficiencyofGMRES,theexactcalculationmethodofJacobianmatrixis
developed．TheJacobian matrixofRoeschemeandbassirebay２ (BR２)schemeareexactly
obtainedforthefreedomofconservationvariables．Thedevelopedmethodisappliedtocomputea
varietyofsteadyinviscidandviscousflowproblems．First,aNACA００１２airfoilisusedtostudy
theeffectofrestartediterationandconvergenceparametersontheGMRESconvergence．The
computationalefficienciesoftheGMRESbasedondifferentcalculation methodsofJacobian
matrixarecomparedbytheinviscidandviscousexamples．Thecomputationalefficienciesarealso
comparedforthe GMRESand LUＧSGSiterative method．Theresultsshow thattheexact
calculationmethodofJacobianmatrixcangreatlyincreasetheCFLnumberoftheGMRESfor
differentDGmethods．Comparedwithothermethods,theGMRESbasedontheexactcalculation



methodofJacobian matrixhashighercomputationalefficiency,anditsconvergencespeedis
improvedbymorethanoneorderofmagnitude．
　　Keywords:implicititeration;discontinuousGalerkinmethod;GMRES;exactJacobianmatrix;
computationefficiency

０　引　言

　　间断Galerkin有限元方法(DiscontinuousGalerkin
finiteelementmethod,DG)[１]是一种适合于非结构网

格的高精度格式.Reed& Hill[２]在１９７３年将其用于

求解中子输运方程问题.DG 方法具有计算精度高,
计算模板紧致,并行能力强,自适应方便等优点,适用

于非结构网格,适合处理复杂外形及复杂边界.作为

一种内自由度方法,DG方法通过提高单元内变量多

项式的阶数实现高阶精度,其内存需求高、计算量大,
随着空间精度的提高,其内存需求量和计算量非线性

增加,因此发展高阶精度DG方法的高效隐式时间迭

代方法有重要的学术研究和工程应用价值.

　　隐式迭代方法需要计算大型的非线性系统,如何

高效求解是其重要研究内容.目前多种隐式迭代方

法已成功应用于间断 Galerkin有限元方法等高阶精

度方法,如LowerUpperＧSymmetricGaussＧSeidel(LUＧ
SGS)[３Ｇ６],GMRES(GeneralizedMinimalResidual)[７Ｇ９],
ImplicitIntegrationFactor(IIF)[１０]等.非线性系统

的计算方法和近似处理方法直接影响高阶 DG 的计

算稳定性以及计算效率.

　　Landmann[１１]、杨小权[１２Ｇ１３]、程剑[１４]等在二维非

结构网格上通过精确求解右端项残值对变量自由度

的雅可比矩阵来提高计算的CFL,从而提高DG方法

在黏性计算的计算效率.

　　DG方法是一种内自由度方法,具有计算模板紧

致的特点,这两大特性带来了如下优点:

　　(１)单元高斯积分点的变量值来自单元内变量

分布多项式,通过多项式求导能够获取变量值对变量

自由度的偏导数,这使得精确计算无黏通量对变量自

由度的雅可比矩阵较为容易.

　　(２)单元边界面上变量梯度只与当前单元及其

面相邻单元有关,无需重构,故能较为简单地精确给

出变量梯度对边界面左右变量自由度的偏导数.

　　基于以上优点,本文在三维非结构网格基础上,
发展了求解右端项残值雅可比矩阵(简称残值雅可

比)的精确计算方法,同时建立了简化计算、部分精确

计算方法,实现雅可比矩阵元素的简化和精确计算,
并在 此 基 础 上 结 合 PETSC(Portable,Extensible
ToolkitforScientificComputation)库[１５]建立了GMRES

隐式迭代方法.采用 NACA００１２翼型首先研究了每

步重启步数及残差收敛参数对基于残值雅可比矩阵

精 确 计 算 的 GMRES 计 算 效 率 影 响;然 后 采 用

NACA００１２翼型、ONERAＧM６机翼比较了基于残值

雅可比矩阵精确计算的 GMRES相比基于矩阵近似

计算的 GMRES以及 LUＧSGS/TVDＧRK 的计算效

率;最后采用方腔流动以及平板层流边界层验证了本

文方法在黏性流数值模拟中的计算效率.

１　数值方法

１．１　控制方程

　　 在直角坐标系下,三维非定常可压缩 Euler/

NavierＧStokes方程组的守恒形式为:

　　∂U
∂t＋ Ñ􀅰F(U)＝ivis(Ñ􀅰Fv(U,ÑU)) (１)

当ivis＝０时为Euler方程,ivis＝１时为 NＧS方程.
式中U 为守恒变量,F(U)＝(Fx,Fy,Fz)为无黏通

量张量,Fv(U,ÑU)＝(Fx
v,Fy

v,Fz
v)为黏性通量张

量,其具体形式如下:
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式中,ρ、p 分别为密度和压力;x、y、z分别为笛卡尔

坐标系下的坐标分量;u、v、w 分别为笛卡尔坐标系

下的速度分量;E 为总能;τxx、τyy、τzz、Θx、Θy、Θz 具

体形式见参考文献[１６].
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１．２　DG空间离散

　　空间离散前首先将整个求解区域划分为互不重

叠的非结构单元,对于三维问题,包括三棱柱、四面

体、六面体和金字塔单元.

　　令ivis＝１,将方程(１)两端乘以测试函数ϕi(x,

y,z),然后在单元内积分,并使用分部积分方法可得

DG的弱形式:

　　∫
Ω

∂U
∂tϕidΩ＋∫

Ω

Ñ􀅰FϕidΩ＝∫
Ω

Ñ􀅰FvϕidΩ

　　∫
Ω

∂U
∂tϕidΩ＋∫

∂Ω

F􀅰nϕidΓ－∫
Ω

F􀅰ÑϕidΩ＝

　　　　∫
∂Ω

Fv􀅰nϕidΓ－∫
Ω

Fv􀅰ÑϕidΩ (４)

其中,n 为单元边界面的外法向,∂Ω 为单元Ω 的边

界.假设变量在单元内具有分段的多项式分布:

　　Ue ＝∑
N

j＝１
ue

j(t)ϕj(x,y,z) (５)

其中,ue
j(t)(简写为uj)为单元的自由度,ϕj(x,y,

z)(简写为ϕj )为单元基函数.将方程(５)带入方程

(４)的第二个式子,并令:

　　RHS＝RHSv ＋RHSf

　　RHSv ＝RHSi_v ＋RHSv_v

　　RHSi_v ＝∫
Ω

F􀅰ÑϕidΩ

　　RHSv_v ＝－∫
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　　RHSv_f ＝∫
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　　最后化简得:

　　M
duj

dt ＝RHS (７)

其中:

　　RHSi_v ＝∑
vp

l＝１
ω(l)(F􀅰Ñϕi)Jl

　　RHSv_v ＝－∑
vp
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　　RHSv_f ＝∑
nface

f＝１
∑
fp

k＝１
ωf(k)Hvϕi Jfk (８)

M 为质量矩阵,其元素为mij,RHSv、RHSf 分别为

体积分项残值和面积分项残值,RHSi_v、RHSv_v 分

别 为 体 积 分 项 残 值 中 的 无 黏 残 值 和 黏 性 残 值,

RHSi_f、RHSv_f 分别为面积分项残值中的无黏残值

和黏性残值,这四项采用高斯数值积分计算,如公式

(８).ω(l)、ωf(k)分别为高斯面积分和体积分加权

系数,Jl 、i Jfk 为坐标变化雅可比矩阵行列式.
无黏通量和黏性通量面积分项中的F􀅰n、Fv􀅰n采用

数值通量代替,无黏数值通量Hc 采用通量差分分裂

FDS方法(FluxDifferenceSplitting)和矢通量分裂

FVS方法(FluxVectorSplitting)计算,黏性数值通

量Hv 计算方法与选取的黏性计算方法有关.

１．３　DG时间离散

　　隐式迭代方法具有较高的效率,尤其是在高精度

计算时,目前隐式方法主要有直接求解法、近似因子

分解法和迭代法三种.直接求解法在求解网格规模

较大问题时相当困难,后两种方法在近四十年间得到

了大量的研究,并在CFD中广泛应用.

　　对方程(７)采用一阶欧拉后差得到:

　　 M
ΔtΔun＋１
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　　方程(９)的第三项为一大型线性系统Ax＝B ,以
三维DG(P３)为例,矩阵A 的维数为n_cell×(５×２０),
其中n_cell为单元总数,５为方程组个数,２０为P３次

多项式的自由度,直接存储该矩阵并且求逆,其存储

量和计算量太大,一般采用迭代法求解该线性系统.

　　将残值的面积分项和体积分项带入方程(９)中第

二式的左端RHS 得:

　　 M
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(１０)
将残值项带入方程(１０),对其采用链式法则得:
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　　求解∂(RHSn)
∂un

j

、RHSn
f、RHSn

v 的方法影响残差

收敛速度,目前常用的雅可比矩阵求解方法包括解析
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方法、无矩阵处理技术等.无矩阵处理技术能够简单

统一处理复杂的离散算子,但是由于DG方法残差计

算复杂且计算量巨大,无矩阵处理过程包含自由参数

ε,处理过程计算量较大,且其为一阶差分近似,对收

敛性有一定影响.

　　在迭代求解Ax＝B 过程中如果精确给出矩阵A
中的矩阵元素,方程两端的匹配性和相容性更好,这
将提高求解过程的CFL数,增强求解过程稳定性,提
高计算效率.

１．３．１　右端项残差雅可比矩阵精确求解方法

　　在精确求解右端项残差雅可比矩阵时,需确保残

值雅可比的无黏通量和黏性通量完全与右端项残值

中的 通 量 一 致,因 此 本 文 针 对 Roe[１７]格 式 以 及

BR２[１８]黏性计算格式建立对应的雅可比矩阵精确求

解方法.

　　文献[１９]给出了 Roe格式的具体表达形式,由
方程(８)的第三式及方程(１１)的第二式,通过链式法

则求导,
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􀭴c２

γ－１
(１６)

　　公式(１６)中各符号及具体表达式可参看文献[１９].

　　由上式可知,∂
[ARoe (UR －UL)]

∂UL
、∂
[ARoe (UR －UL)]

∂UR

计算是 Roe格式对应的雅可比矩阵的核心计算工

作,按照链式法则,

　　(１)首先计算出 Roe格式中边界面左右的原始

变量ρ,u,v,w,p 以及V,c,H 对边界面左右守恒变

量偏导数;

　　(２)然后再计算出 Roe平均量􀭴ρ,􀭹u,􀭹v,􀮃w,􀮈H,􀭴c,
􀭾V 对边界面左右守恒变量偏导数;

　　(３)其次再计算出a１,a２,a３,a４,a５,a６,a７,a８

对边界面左右守恒变量的偏导数;

(４)最后给出
∂[ARoe (UR－UL)]

∂UL
、∂
[ARoe (UR－UL)]

∂UR
,

并依据式(１４)、(１５)给出对应的最后的无黏通量的雅

可比矩阵.

　　黏性通量的雅可比矩阵由于包含了u,v,w,T
的一阶导数,求解过程相对更复杂.BR２格式的黏

性通量计算表达式如下:

　　Hv(UL,UR,ÑUL,ÑUR,n)＝

　　　 １
２

(Fv(UL,ÑUL ＋ηerLf )＋

　　　Fv(UR,ÑUR ＋ηerRf ))􀅰n (１７)

　　对于当前单元L ,进一步写为:

　　
∂Fv(UL,ÑUL ＋ηerLf ,n)

∂uL
j

＝

　　
∂Fv

∂UL

∂UL

∂uL
j
＋

∂Fv

∂(ÑUL)
∂(ÑUL)

∂uL
j

＋
∂Fv

∂rLf

∂rLf

∂uL
j

　　
∂Fv(UR,ÑUR ＋ηerRf ,n)

∂uL
j

＝
∂Fv

∂rRf

∂rRf

∂uL
j

(１８)

　　公式(１８)看到,计算
∂Hv

∂uL
j

需求出
∂Fv

∂UL
、∂UL

∂uL
j

、

∂Fv

∂(ÑUL)、
∂(ÑUL)

∂uL
j

、∂Fv

∂rLf

、∂rLf

∂uL
j

、∂Fv

∂rRf

、∂rRf

∂uL
j

.按以下

过程逐步求解:

　　(１)由局部提升算子rLf 公式求出所有守恒变

量的局部提升算子对各自对应的守恒变量自由度的

∂rLf

∂uL
j

、∂rRf

∂uL
j

.

　　
∂rLf

∂uL
j

＝M－１∑
fp

k＝１
－

１
２nfϕL

jkϕL
ikωk Jk

　　
∂rRf

∂uL
j

＝M－１∑
fp

k＝１

１
２nfϕL

jkϕR
ikωk Jk (１９)

　　(２)计算守恒变量及其方向导数对其守恒变量

自由度的偏导数.
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∂UL

∂uL
j
＝ϕL

j ,∂UR

∂uL
j

＝０

　　
∂UL

ζ

∂uL
j
＝

∂ϕL
j

∂ζ
,　

∂UR
ζ

∂uL
j

＝０,　ζ＝x,y,z (２０)

　　(３)计算u,v,w,T 对守恒变量的偏导数.

　　
∂uL

∂UL
＝[∂

(ρu)L
∂UL

－uL
∂ρL

∂UL
]/ρL

　　
∂vL

∂UL
＝[∂

(ρv)L
∂UL

－vL
∂ρL

∂UL
]/ρL

　　
∂wL

∂UL
＝[∂

(ρw)L
∂UL

－wL
∂ρL

∂UL
]/ρL

　　
∂TL

∂UL
＝
γ－１
R

[∂
(ρE)L
∂UL

１
ρL

－f″

　　　 ＋(u
２
L ＋v２

L ＋w２
L

ρ２
L

－
(ρE)L
ρ２

L
)∂ρL

∂UL
]

　　f″＝
uL

ρL

∂(ρu)L
∂UL

＋
vL

ρL

∂(ρv)L
∂UL

＋
wL

ρL

∂(ρw)L
∂UL

(２１)

　　(４)结合(１９)、(２０)、(２１),计算u,v,w,T 的一

阶导数对守恒变量自由度的偏导数.

　
∂uL

ζ

∂uL
j
＝[∂

(ρu)Lζ
∂uL

j
－

∂uL

∂uL
j
ρL

ζ －
∂ρL

ζ

∂uL
j
uL]/ρL－uL

ζ
∂ρL

∂uL
j

/ρL

　
∂vL

ζ

∂uL
j
＝[∂

(ρv)Lζ
∂uL

j
－

∂vL

∂uL
j
ρL

ζ －
∂ρL

ζ

∂uL
j
vL]/ρL－vL

ζ
∂ρL

∂uL
j

/ρL

　
∂wL

ζ

∂uL
j
＝[∂

(ρw)Lζ
∂uL

j
－
∂wL

∂uL
j
ρL

ζ－
∂ρL

ζ

∂uL
j
wL]/ρL－wL

ζ
∂ρL

∂uL
j

/ρL

(２２)

　　
∂TL

ζ

∂uL
j

＝
１
ρL

r－１
R

{∂
(ρE)Lζ
∂uL

j
－f１－f２

　　　－(
(ρE)Lζ
ρL

－(uLuL
ζ ＋vLvL

ζ ＋wLwL
ζ))∂ρL

∂uL
j

}

　　f１＝
∂(ρE)L

∂uL
j

ρL
ζ

ρL
＋

(ρE)L
ρL

∂ρL
ζ

∂uL
j
－２

(ρE)L
ρ２

L
ρL

ζ
∂ρL

∂uL
j

　　f２＝
∂(ρu)L

∂uL
j

uL
ζ ＋(ρu)L

∂uL
ζ

∂uL
j
＋

∂(ρv)L
∂uL

j
vL

ζ

　　　＋(ρv)L
∂vL

ζ

∂uL
j
＋

∂(ρw)L
∂uL

j
wL

ζ ＋(ρw)L
∂wL

ζ

∂uL
j

(２３)

　　(５)结合(２３)计算出层流黏性系数μL 对守恒变

量自由度的偏导数.

　　
∂μL

∂uL
j
＝μ¥

T¥ ＋S１

T１．５
¥

(１．５TL
０．５

TL ＋S１
－

T１．５
L

(TL ＋S１)２
)∂TL

∂uL
j

(２４)

　　(６)结合(２３)计算应力张量对守恒变量自由度

的偏导数
∂τL

ζη

∂uL
j
　ζ,η＝x,y,z.

　　(７)按照黏性通量表达式给出
∂Fv

∂UL
、 ∂Fv

∂(ÑUL)、

∂Fv

∂rLf

、∂Fv

∂rRf

.

　　(８)最后按照公式(１８)求出黏性通量的雅可比

矩阵.

　　同理求出当前单元相邻一侧单元的黏性通量的

面积分项的雅可比矩阵.对于边界单元的边界面,将
其按内部边界来获得无黏通量雅可比矩阵,并由边界

黏性通量获得黏性雅可比矩阵.

　　采用类似方式计算黏性通量体积分项的雅可比矩

阵.∂
(Fv􀅰Ñϕi)

∂uL
j

计算如下:

　　
∂(Fv􀅰Ñϕi)

∂uL
j

＝
∂(Fv)
∂UL

∂UL

∂uL
j
＋

∂(Fv)
∂ÑUL

∂ÑUL

∂uL
j

　　　 ＋
∂(Fv)
∂RL

∂RL

∂uL
j

(２５)

　　由方程总体提升算子的计算公式求出
∂RL

∂uL
j

.

１．３．２　右端项残差雅可比矩阵近似求解方法

　　为提高计算效率,方程(１１)左端项中的RHSi_f

采用简单的LF数值通量格式.

　　RHSi_f ＝－∑
nface

s＝１
∑
fp

k＝１
ωs(k)HLLFϕi Jsk

　　
∂(RHSi_f)

∂un
j

＝－∑
nface

s＝１
∑
fp

k＝１
ωs(k)∂HLLF

∂U ϕi Jsk ϕj

(２６)

　　在有限体积方法中,残差中黏性通量的雅可比矩

阵采用黏性谱半径简化代替,本文同样采用类似的方

法来处理.

　　
∂(RHSv_f ＋RHSv_v)

∂un
j

≈Λvϕiϕj (２７)

　　Λv ＝
１
Ω∑

nface

s＝１
max ４

３ρ
,γ
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

s

μL

PrL
＋μT

PrT

æ

è
ç

ö

ø
÷

s
Ss

é

ë
êê

ù

û
úú

(２８)

　　其中Ω 为当前单元的体积,Ss 为当前单元边界

面S 的面积,nface为当前单元体总的面数,γ 为比

热比,Pr为普朗特数.

　　将基函数梯度类比于面的法向量,得到与对流通

量雅可比矩阵􀭿Ac 类似的矩阵.

　　
∂(RHSi_v)

∂un
j

＝∑
vp

l＝１
ω(l)∂

(F(Ul)􀅰Ñϕi)
∂Un Jl ϕj

(２９)

１．３．３　GMRES方法

　　GMRES算法是以 Galerkin原理为基础的 Krylov
子空间投影法,通过 Arnoldi过程构造 Krylov子空间
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的正交基,同时求解一个最小二乘法问题在 Krykov
子空间上选择最优解,使得每一步子迭代时的残值模

最小.理想状态下 GMRES具有平方收敛速度,计
算效率高.该方法在基于结构网格和非结构网格的

有限体积和有限差分方法中得到大量应用.线性系

统的收敛速度与左端项系数矩阵的条件数有关,其矩

阵条件数越小,收敛速度越快,一般采用预处理方法

来改善系数矩阵条件数.本文采用PETSc科学计算

可移植扩展工具包调用 GMRES以及预处理技术.

　　Forl＝１,m Do　　　 m 次重启迭代

　　v０＝R－􀭿ADU０ 初始残差

　　r０＝PＧ１v０ 预处理

　　b＝‖r０‖２

　　v１＝r０/b
　　Forj＝１,kDo 内迭代

　　yj＋１＝􀭿Avj 矩阵向量乘

　　wj＋１＝PＧ１yj＋１ 预处理

　　Fori＝１,jDo GramＧSchmidt
　　hi,j ＝wj＋１×vi

　　wj＋１＝wj＋１－hi,jvi

　　EndDo
　　hj＋１,j ＝wj＋１ Hessenberg矩阵元素

　　vj＋１＝wj＋１/hj＋１,j Krylov向量

　　EndDo
　　z＝ min̂z ‖be１－Ĥz‖２ 最小二乘问题

　　DU＝ DU０＋∑
m

i＝１zivi 更新逼近解

　　DU０＝DU 重启

　　EndDo (３０)

　　对于大型问题,为减小内存开销,一般采用带预

处理的重启型 GMRES算法.本文采用的预处理方

法为ILU０(incompleteLUfactorizationswithzero
fillＧin),预处理矩阵为左端项系数矩阵,算法的具体

过程如上所示.

２　数值算例分析

　　为验证本文发展的基于残值雅可比矩阵精确求

解方法的 GMRES的计算效率,本节采用二维、三维

算例,通过比较残差雅可比精确求解方法、残值雅可

比近似求解方法以及LUＧSGS的收敛速度来验证残

值无黏项雅可比矩阵精确求解方法和黏性项雅可比

矩阵精确求解方法的计算效率.验证算例包括:

NACA００１２亚声速无黏绕流、ONERAＧM６机翼亚声

速无黏绕流、方腔流动以及平板层流流动.整个测试

在中国空气动力研究与发展中心的计算集群上开展,

计算节点为Intel(R)Xeon(R)E５Ｇ２６６０V３,主频

２􀆰６０GHz.为方便描述,以 GMRESＧEx、GMRESＧ
Ap、GMRESＧAp１表示迭代方法为 GMRES且残值

雅可比分别为完全精确求解、完全近似求解以及雅可

比中无黏项精确求解和黏性项近似求解;LUＧSGS表

示迭代方法为 LUＧSGS且残值雅可比都近似处理;

RK表示显式时间迭代.

２．１　NACA００１２亚声速无黏绕流

　　本小节以 NACA００１２翼型为例,首先考察本文

的 GMRES方法的重启次数及每步收敛判定系数对

计算效率的影响,在此基础上针对本算例选择最佳的

重启次数和每步收敛判定系数;然后对比分析不同隐

式迭代方法、残值雅可比不同计算方法及显式时间迭

代的计算效率.计算网格如图１,物面共有３９８个单

元,对称面共７０２０个三角形单元,通过展向拉伸对称

面单元得到三棱柱单元.计算的来流马赫数 Ma＝
０􀆰４,来流迎角０°,计算采用１２核.分析 GMRES参

数影响时DG方法的计算精度为二阶.

图１　NACA００１２物面附近计算网格

Fig．１　MeshnearNACA００１２surface

　　 图 ２ 给 出 了 GMRES 每 步 不 同 重 启 次 数

(Restartediteration)对密度残值收敛速度影响,此时

每步收敛判定系数emax＝０．１.从残值随CPU 计算

时间收敛曲线看到,Restartediteration＝５的收敛速

度最慢,当Restartediteration≥１０后不同 Restarted
iteration对收敛速度基本没影响.

图２　GMRES不同重启次数的残值收敛曲线

Fig．２　Residualconvergencehistoryfordifferent
restartediterationsofGMRES
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　 　 图 ３ 给 出 了 Restartediteration＝５、１５ 时

GMRES每步收敛判定系数对密度残差收敛速度影

响.可以看到,不同判定系数对收敛速度有较大影

响,随着系数增大,收敛速度明显增大,emax＝０．１收

敛的总时间约为emax＝０．００１的１/２.同时看到在

相同emax时,Restartediteration＝１５的收敛速度都

快于 Restartediteration＝５.故在后面的 GMRES
隐式迭代中,取Restartediteration＝１５,emax＝０．１.

图３　GMRES不同收敛判定系数的残值收敛曲线

Fig．３　Residualconvergencehistoryfordifferent
convergencecoefficientsofGMRES

　　图４给出了DG(P１)在CFL＝１０００时不同迭代

方法的收敛曲线,CFL 在１０００步以内从１逐渐增大

到１０００.GMRES_Ex、GMRES_Ap和 LUＧSGS三

种方法的残值收敛所需的迭代步数远小于显式迭代,

GMRES_Ex隐式迭代所需的迭代步数最小.相同

CFL 下 GMRES_Ex残值收敛的迭代步数约只有

GMRES_Ap的１/５,GMRES_Ap残值收敛的迭代步

数只有LUＧSGS的１/３.三种隐式时间迭代的单步

计算时间 GMRES_Ex＞ GMRES_Ap＞ LUＧSGS,
从残值随计算时间曲线图５看,GMRES_Ex隐式迭

代所需的计算时间最小.GMRES_Ex残值收敛的计

算时间约为 GMRES_Ap的１/４,GMRES_Ap残值收

敛的计算时间只有LUＧSGS的１/２.相比LUＧSGS,

图４　CFL＝１０００,不同迭代方法残值收敛曲线

(残差与迭代步)

Fig．４　Residualconvergencehistoryfordifferent
iterationmethods(Res．vs．step)

图５　CFL＝１０００,不同时间迭代方法残值收敛曲线

(残差与时间)
Fig．５　Residualconvergencehistoryfordifferent

iterationmethods(Res．vs．time)

基于残值雅可比精确求解方法的 GMRES计算效率

提高了约８倍.

　　图６给出了不同隐式时间迭代方法得到的升力

系数随计算时间变化曲线.由图看到,三种隐式方法

得到的升力系数相同,GMRES计算得到的升力系数

经过前期短时间的震荡后几乎单调收敛,其气动力收

敛速度远高于LUＧSGS.

图６　二阶精度下不同方法的升力系数收敛曲线

Fig．６　Liftcoefficientconvergencehistoryfor
differentiterationmethodsforDG(P１)

　　图７给出了不同精度下,不同隐式离散方法的密

度残值的收敛曲线.计算的最大CFL数取１００,CFL
在１０００步内从１逐渐增大到１００.从图看到,随着

图７　不同计算精度下,不同迭代方法残值收敛曲线

Fig．７　Residualconvergencehistoryfordifferentiteration
methodfordifferentordersofaccuracy(Res．vs．time)
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计算精度的提高,收敛所需的时间急剧增大,不同计

算精度下,GMRES_Ex的计算效率都最高.

　　表１给出了不同计算精度下,不同隐式时间离散

方法的计算时间,其中耗时比以 GMRES_Ex计算时

间为基准.首先分析相同雅可比矩阵计算方法下不

同计算精度的收敛时间,从表看到随着DG计算精度

的提高,收敛所需计算时间非线性增加,以 GMRES_

Ex为例,DG(P２)和 DG(P３)的计算时间分别约为

DG(P１)的８．９倍和７４．３倍.其次分析相同计算精

度下,不同隐式时间迭代方法的计算时间,对于 DG
(P１)、DG(P２)、DG(P３),GMRES_Ap的计算时间分

别约为 GMRES_Ex的３．０倍、５．４倍、６．３倍,LUＧ
SGS的计算时间分别约为 GMRES_Ex的５．８倍、５．６
倍、７．０倍.从以上分析看到,相比残值雅可比近似

求解方法,本文发展的残值雅可比精确求解技术能够

显著提高 GMRES的计算效率,这对计算量巨大的

DG方法来说具有重要意义.

表１　不同精度以及不同隐式迭代方法下

NACA００１２的计算时间

Table１　Computationtimeofdifferentiterationmethodswith
differentordersofaccuracyforNACA００１２airfoil

迭代方法 收敛判据 计算时间/s 耗时比

DG(P１)
GMRES_Ex ６．０×１０Ｇ１２ １８１ １
GMRES_Ap ６．０×１０Ｇ１２ ５３９ ３．０

LUＧSGS ６．０×１０Ｇ１２ １０４１ ５．８

DG(P２)
GMRES_Ex ６．０×１０Ｇ１２ １６２３ １
GMRES_Ap ６．０×１０Ｇ１２ ８７８２ ５．４

LUＧSGS ６．０×１０Ｇ１２ ９０２８ ５．６

DG(P３)
GMRES_Ex ６．０×１０Ｇ１２ １３４４９ １
GMRES_Ap ６．０×１０Ｇ１２ ８４７３３ ６．３

LUＧSGS ６．０×１０Ｇ１２ ９４１４２ ７．０

２．２　ONERAＧM６机翼亚声速绕流

　　为进一步验证本文发展的基于残值雅可比矩阵

精确求解方法的 GMRES方法在三维外形的计算效

率,本节开展了 ONERAＧM６机翼[２０]的亚声速无黏

绕流流场的数值模拟.计算条件为Ma＝０．４,α＝０°.
网格如图８,网格共约１４．８万个四面体单元,为较好

模拟机翼前后缘,机翼前后缘及空间分别采用各向异

性和各向同性四面体网格,采用６４核并行计算.

　　图９~图１２分别给出了 DG(P１)、DG(P３)下密

度残值的收敛曲线,同时给出了 RKDG 显式收敛曲

线.不同计算精度下 GMRES_Ex隐式计算的CFL
＝１０００,GMRES_Ap和 LUＧSGS的 CFL 数采用能

够稳定计算的最大值,P１阶时CFL＝１００,P３阶时

CFL＝２０,RK 的CFL＝０．３.以残差下降到１０Ｇ１２量

级为标准,对于DG(P１)、DG(P３),GMRES_Ap所需要

的计算时间约为GMRES_Ex的５倍和１０倍,LUＧSGS

图８　ONERAＧM６机翼计算网格

Fig．８　TetrahedralmeshforONERAＧM６

图９　M６机翼DG(P１)的密度残值收敛曲线(残差与迭代步)
Fig．９　ResidualconvergencehistoryofDG(P１)

forM６wing(Res．vs．step)

图１０　M６机翼DG(P１)的密度残值收敛曲线(残差与时间)
Fig．１０　ResidualconvergencehistoryofDG(P１)

forM６wing(Res．vs．time)

图１１　M６机翼DG(P３)的密度残值收敛曲线(残差与迭代步)
Fig．１１　ResidualconvergencehistoryofDG(P３)

forM６wing(Res．vs．step)
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所需要的计算时间约为 GMRES_Ex的１６倍和１４
倍.

　　图１３给出了不同精度 DG 方法采用 GMRES_

Ex获得的升力系数随迭代步数变化曲线.从图看

到,不同精度下的升力系数都能５００~１０００迭代步内

收敛,显示了本文的基于残值雅可比精确求解的

GMRES方法在计算效率方面的优势.

　　表２给出了不同计算精度下,不同隐式方法模拟

ONERAＧM６机翼无黏绕流的时间,其中耗时比以

GMRES_Ex计算时间为基准.从表可知基于残值雅

可比精确求解的 GMRES计算效率远高于雅可比矩

阵近似求解的GMRES和LUＧSGS,在DG(P３)时,

图１２　M６机翼DG(P３)的密度残值收敛曲线(残差与时间)
Fig．１２　ResidualconvergencehistoryofDG(P３)

forM６wing(Res．vs．time)

图１３　DG不同精度的 M６机翼升力系数收敛曲线

Fig．１３　LiftcoefficientconvergencehistoryofDGwith
differentordersofaccuracyforONERAＧM６

表２　不同精度以及不同隐式时间离散方法下

M６机翼的计算时间

Table２　Computationtimeofiterationmethodswith

differentordersofaccuracyforONERAＧM６

计算精度 迭代方法 收敛判据 计算时间(s) 耗时比

DG(P１)
GMRES_Ex １．０×１０Ｇ１１ ６３７ １
GMRES_Ap １．０×１０Ｇ１１ ２８５２ ４．５

LUＧSGS １．０×１０Ｇ１１ ９４７３ １４．９

DG(P３)
GMRES_Ex １．１×１０Ｇ１１ １９８８６ １
GMRES_Ap １．１×１０Ｇ１１ １８９５９３ ９．５

LUＧSGS １．１×１０Ｇ１１ ２８８６６２ １４．５

GMRES_Ex的计算效率相比另外两种方法提高了一

个数量级以上.

２．３　方腔流动

　　方腔流动是一个经典层流标准算例.它描述的

是一类顶盖驱动流动,顶盖以给定速度u＝１m/s驱

动方腔内流动,不同雷诺数下方腔内有不同的流态.
本节采用该算例验证建立的残值雅可比精确求解方

法,分析精确计算残值中无黏项和黏性项的雅可比矩

阵对计算效率影响.

　　图１４、图１５给出了不同隐式迭代方法及残值雅

可比不同求解方法下DG(P１)的密度残值收敛曲线,

GMRESＧEx的CFL 数在２００步内从１增加到１０００.

LUＧSGS、GMRESＧAp、GMRESＧAp１的CFL 数均采

用能够稳定计算的最大值,CFL 数在１０００步内从１
增加到１００.数值模拟发现,对于LUＧSGS、GMRESＧ
Ap、GMRESＧAp１这三种方法,当CFL 数大于１００
后CFL 数对收敛速度影响很小,因此采用CFL 数

＝１００来比较计算效率是合适的.由于 LUＧSGS及

GMRESＧAp收敛需要较长时间,本文并未给出其完

全 收 敛 的 收 敛 曲 线. 从 图 看 到 GMRESＧEx 及

GMRESＧAp１的密度残值很快下降到１０Ｇ１７ 次方量

级,GMRESＧEx的收敛时间最短,GMRESＧAp１的收

图１４　方腔DG(P１)的密度残值收敛曲线(残差与迭代步)
Fig．１４　ResidualconvergencehistoryofDG(P１)

forsquarecavity(Res．vs．step)

图１５　方腔DG(P１)的密度残值收敛曲线(残差与时间)
Fig．１５　ResidualconvergencehistoryofDG(P１)

forsquarecavity(Res．vs．time)
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敛时间次之,LUＧSGS的收敛时间最长.

　　表３统计了二阶计算精度下,不同隐式迭代方法

及 残 值 雅 可 比 不 同 求 解 方 法 的 模 拟 时 间. 以

GMRESＧEx模拟时间为基准,当密度残值都下降到

２．１２×１０Ｇ１３时,GMRESＧAp１、GMRESＧAp、LUＧSGS
的计算时间分别是 GMRESＧEx的３．４倍、１２．３倍、

３７．４倍.从表可知 GMRESＧEx的计算效率远高于

LUＧSGS,体现了本文发展的残值雅可比精确求解方

法的计算优势,同时看到即使只对残值中无黏项的雅

可比矩阵精确求解同样能够提高计算效率,精确求解

黏性项雅可比矩阵能够带来计算效率提升.

表３　DG(P１)不同隐式时间离散方法的方腔计算时间

Table３　ComputationtimeofDG(P１)with
differentiterationmethodsforsquarecavity

计算精度 迭代方法 收敛判据 计算时间(s) 耗时比

DG(P１)

GMRES_Ex ２．１２×１０Ｇ１３ １９１ １
GMRES_Ap１ ２．１２×１０Ｇ１３ ６４５ ３．４
GMRES_Ap ２．１２×１０Ｇ１３ ２３４８ １２．３

LUＧSGS ２．１２×１０Ｇ１３ ７１４３ ３７．４

　　图１６、图１７给出了不同隐式迭代方法及残值雅

可比不同求解方法下DG(P２)的密度残值收敛曲线,

GMRESＧEx的CFL 数在２００步内从１增加到１０００,

GMRESＧAp、GMRESＧAp１、LUＧSGS 的 CFL 数 在

５０００步内从１增加到１００.由于GMRESＧEx残值雅

可比精确求解,保证迭代求解过程中能取较大的

CFL 数,且基本不受计算精度影响,而基于雅可比近

似求解的 GMRESＧAp、GMRESＧAp１的CFL 数受计

算精度影响较大.

图１６　方腔DG(P２)的密度残值收敛曲线(残差与迭代步)
Fig．１６　ResidualconvergencehistoryofDG(P２)

forsquarecavity(Res．vs．step)

２．４　二维平直平板层流边界层

　　最后本文将残值雅可比精确求解方法用于二维

平板层流边界层的数值模拟.平板为厚度为０的绝

热壁,来流马赫数为０．２,来流雷诺数为１０５,来流温

度为２８８．１５K.计算区域为x＝(－０．５,１),y＝(０,

１),平板前缘点位于(０,０),后缘点位于(１,０).网格

点为６１×１７,平板前方分布２０个单元,平板表面分

布４０个单元,y 方向共布置１６个单元,展向一个网

格单元.平板前后缘 X 方向的尺寸为０．００１,０．１１.
第一层网格高度为０．０００５.计算包括两套网格,分别

为六面体网格以及由六面体剖分而得的四面体网格.
图１８、图１９展示了计算网格.

图１７　方腔DG(P２)的密度残值收敛曲线(残差与时间)
Fig．１７　ResidualconvergencehistoryofDG(P２)

forsquarecavity(Res．vs．time)

图１８　平板层流边界层计算网格(六面体)
Fig．１８　Hexahedronmeshforlaminarflowoverflatplate

图１９　平板层流边界层计算网格(四面体)
Fig．１９　Tetrahedralmeshforflatlaminarflowoverflatplate

　　表４给出了两种网格在不同计算精度下得到的

总摩阻系数,同时给出了Blasius解.从表可知,随着

计算精度增大,总的摩阻系数增大.对于六面体和四

面体 网 格,随 着 计 算 精 度 增 加,摩 阻 系 数 逐 步 向

Blasius解靠近.

　　图２０、图２１给出了采用不同精度 DG方法的密

度残值收敛历程,计算网格为六面体网格.不同计算

精度都采用 GMRES迭代,精确求解方程残值雅可
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比,CFL 数从１增加到１０４.从图看到本文的数值方

法在２００步以内将残值降到１０Ｇ１５量级,进一步验证

了本文的残差雅可比精确求解方法的准确性以及隐

式迭代方法的计算效率.

　　图２２给出了不同精度DG方法得到的平板的摩

阻分布,同时也给出了Blasius摩阻分布,X、Y坐标

表４　不同网格和精度下平板的摩擦阻力系数

Table４　Skindragcoefficientofflatwithdifferentgrids
andordersofaccuracyofDG

精度 网格 Blasius解 P１ P２ P３
摩阻
系数

六面体 ４．１９９×１０Ｇ３ ３．９８７×１０Ｇ３ ４．１７２×１０Ｇ３ ４．１９９×１０Ｇ３

四面体 ４．１９９×１０Ｇ３ ３．９５８×１０Ｇ３ ４．１９５×１０Ｇ３ ４．１９７×１０Ｇ３

图２０　平板边界层六面体网格收敛历程(残差与迭代步)
Fig．２０　ResidualconvergencehistoryofDGwithdifferent

ordersofaccuracyforflatplate(Res．vs．time)

图２１　平板边界层六面体网格收敛历程(残差与时间)
Fig．２１　ResidualconvergencehistoryofDGwithdifferent

ordersofaccuracyforflatplate(Res．vs．time)

图２２　六面体网格下不同计算精度的平板摩阻系数分布

Fig．２２　ComparisonoftheskinfrictioncalculatedfromDGwith
differentordersofaccuracyforflatplateonhexahedralmesh

都为对数坐标.总的来看,除去平板前缘,不同精度

的摩阻分布与Blasius解分布基本重合,计算精度越

高,重合度越高.高精度的优势主要体现在平板前缘

附近的摩阻系数.从图看到,DG(P１)在x＜１０－２范

围内与Blasius解有较大差别,且x 越小,差别越大,

DG(P２)、DG(P３)在x＜１０Ｇ３范围内才与 Blasius解

出现明显区别.

３　结　论

　　本文在三维非结构网格上建立了高阶精度 DG
方法,针对高阶精度 DG方法计算量大这一难题,发
展了一种基于右端项残值雅可比矩阵精确计算的高

效 GMRES 隐 式 迭 代 方 法. 采 用 NACA００１２、

ONERAＧM６、方腔流动、平板层流边界层算例,通过

对比基于残值雅可比矩阵不同计算方法的 GMRES、

LUＧSGS隐式时间迭代以及显式 TVDＧRK的计算效

率,体现了不同残值雅可比矩阵计算方法对计算效率

的影响以及 GMRES和LUＧSGS的计算效率.从对

比结果看到:右端项残值雅可比矩阵精确求解方法更

好保证方程组左右两端的匹配性和相容性,基于矩阵

精确求解方法的 GMRES能够显著提高不同精度下

DG方法数值模拟的CFL 数,大幅提高计算效率.

　　致谢:感谢上海大学杨小权对本文雅可比矩阵精确求解部分提供

的帮助!
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